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Les fibre´s de Minkowski
Jonot Jean Louis
Abstract. Dans cet article, on e´tudie les fibre´s de Minkowski pour donner
une repre´sentation ge´ome´trique de l’unification des e´quations relativistes de
Dirac et d’Einstein a` partir d’une section de Dirac.
1. Fibre´ avec groupe de structure, les fibre´s de Minkowski
Soit V un espace vectoriel re´el de dimension finie, G un sous-groupe de GL (V)
et
ζ = (E, pi,W,V)
un fibre´ vectoriel sur une C∞-varie´te´W de dimension n. Le fibre´ ζ est un fibre´ avec
groupe de structure G si ses applications de transition sont dans G. Une pseudo-
me´trique g sur V est une forme biline´aire syme´trique non de´ge´ne´re´e sur V si l’espace
vectoriel est re´el et g est une forme sesquiline´aire non de´ge´ne´re´e si l’espace vectoriel
est complexe. Une pseudo-me´trique g sur le fibre´ ζ est une section du fibre´ des
formes biline´aires ou sesquiline´aire, c’est-a`-dire, g (w) est une pseudo-me´trique sur
Ew (ζ), ∀w ∈ W et pour toutes sections locales s et t de ζ de´finies sur W ⊂ W,
l’application de´finie sur W par
w → g (w) (s (w) , t (w)) est C∞.
Definition 1. Un fibre´ de Minkowski sur l’universW est un fibre´ ζ de fibre R4,
de base W pour lequel ses applications de transition sont dans le groupe O
(
R
4,η
)
,
ou` η est la me´trique de Minkowski sur R4.
SoitW une carte de trivialisation du fibre´ de Minkowski ζ et φ un isomorphisme
de trivialisation de la forme
φ : EW (ζ)→W × R
4 ,
sur chaque fibre Ew (ζ), w ∈ W , on pose
ηφ (w) (u, v) = η (φ (w) (u) , φ (w) (ν)) , ∀u, v ∈ Ew (ζ) .
Lemma 1. ηφ est une pseudo-me´trique sur ζ |W qui est inde´pendante de φ.
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Proof. Si W1 et W2 sont deux cartes de trivialisation en w et
φj : EWj (ζ)→Wj × R
4
les isomorphismes de trivalisation, alors pour tout w ∈ W1 ∩W2
ηφ2 (w) (u, v)
= η (φ2 (w) (u) , φ2 (w) (v))
= η
(
φ2 (w) ◦ φ
−1
1 (w) (φ1 (w) (u)) , φ2 (w) ◦ φ
−1
1 (w) (φ1 (w) (v))
)
= η (φ1 (w) (u) , φ1 (w) (v)) = ηφ1 (w) (u, v) ,
car φ2 (w) ◦ φ
−1
1 (w) ∈ O
(
R
4,η
)
. 
La pseudo-me´trique ηζ ve´rifiant ηζ = ηφ1 = ηφ2 sur W1 ∩W2 est la me´trique
de Minkowski du fibre´ ζ. Pour chaque section s ∈ Γ (End (ζ)), on de´finit la section
adjointe s∗ de´finie par
ηζ (s
∗ (X) , Y ) = ηζ (X, s (Y )) ou` X , Y ∈ Γ (ζ) ,
et on pose
ηζ,End (s, t) = Trace (s
∗t)
etO
(
End
(
R
4
)
, ηEnd
)
le groupe associe´ a` la forme quadratique ηEnd (α) = Trace (α
∗α)
ou` α∗ est l’endomorphisme dual de α pour la me´trique de Minkowski η sur R4,
η (α∗ (x) , y) = η (x, α (y)) ,∀x, y ∈ R4.
Lemma 2. ηζ,End est une pseudo-me´trique sur End (ζ). Si ζ est un fibre´
de Minkowski alors End (ζ) est un fibre´ avec groupe de structure contenu dans
O
(
End
(
R
4
)
, ηEnd
)
.
Proof. Les applications de transition hα,β (w) de End (ζ) sont de´finies par
hα,β (w) (l) = kα,β (w) ◦ l ◦ kα,β (w)
−1
, l ∈ End
(
R
4
)
ou` kα,β (w) sont les applications de transition du fibre´ ζ. On a
hα,β (w) (l1)
∗
◦ hα,β (w) (l2)
=
(
kα,β (w) ◦ l1 ◦ kα,β (w)
−1
)∗
◦ kα,β (w) ◦ l2 ◦ kα,β (w)
−1
=
(
kα,β (w)
−1
)∗
◦ l∗1 ◦ kα,β (w)
∗
◦ kα,β (w) ◦ l2 ◦ kα,β (w)
−1
= kα,β (w) ◦ l
∗
1 ◦ kα,β (w)
−1 ◦ kα,β (w) ◦ l2 ◦ kα,β (w)
−1
= kα,β (w) ◦ l
∗
1 ◦ l2 ◦ kα,β (w)
−1
car kα,β (w) ∈ O
(
R
4, η
)
. On en de´duit que
Trace
(
hα,β (w) (l1)
∗
◦ hα,β (w) (l2)
)
= Trace
(
kα,β (w) ◦ l
∗
1 ◦ l2 ◦ kα,β (w)
−1
)
= Trace (l∗1 ◦ l2) ,
ainsi hα,β (w) ∈ O
(
End
(
R
4
)
, ηEnd
)
. 
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On de´finit le 4-uplet,
Cl (ζ, η) =
(
⊔w∈W Cl (Ew (ζ) , η (w)) , pi,W,Cl
(
R
4, η
))
pour un fibre´ de Minkowski ζ et Cl
(
R
4, η
)
est isomorphe a` Cl1,3 (R).
Theorem 1. Le 4-uplet Cl (ζ, η) est un fibre´ avec fibre Cl1,3 (R).
Proof. Prenons une carte W de trivialisation du fibre´ ζ et φ l’isomorphisme
de trivialisation de la forme
φ : W × R4 → EW (ζ) = ⊔w∈WEw (ζ)
puisque les applications de transition du fibre´ ζ sont dans O
(
R
4, η
)
alors pour
chaque w ∈ W , la forme quadratique Qζ (w) de forme polaire ηζ (w) induite de η
par
φ (w) : {w} × R4 → Ew (ζ)
est inde´pendante du choix de φ. On de´finit l’inclusion naturelle
in : EW (ζ)→ ⊔w∈W Cl (Ew (ζ) , Qζ (w)) ,
et soit in (w) la restriction de in a` Ew (ζ) a` valeurs dans Cl (Ew (ζ) , Qζ (w)), il
existe une application bijective
ϕ : W × Cl
(
R
4, η
)
→ ⊔w∈W Cl (Ew (ζ) , Qζ (w))
telle que l’application
ϕ (w) : {w} × Cl
(
R
4, η
)
→ Cl (Ew (ζ) , Qζ (w)) ,
pour tout w ∈ W soit une extension de in (w) ◦ φ (w). Pour construire cette
extension, on prend une base {ei} de R
4, la famille
{
1Cl(R4,η), ei1ei2 · · · eik
}
avec
1 6 i1 < · · · < ik 6 4 est une base de Cl
(
R
4, η
)
. L’application ϕ (w) est de´finie par
ϕ (w)
(
1Cl(R4,η)
)
= 1Cl(Ew(ζ),Q(w)) et
ϕ (w) ((w, ei1ei2 · · · eik)) = φ (w) (ei1)φ (w) (ei1) · · ·φ (w) (eik) ,
on a identifie´ Ew (ζ) a` son image dans Cl (Ew (ζ) , Q (w)). Le morphisme ϕ (w)
est un isomorphisme d’alge`bres de Clifford. L’espace E (ς) peut eˆtre muni d’une
structure de varie´te´ diffe´rentielle qui rende les applications ϕ de classe C∞ pour
tous les morphismes de trivialisation φ de ζ. Il suffit de ve´rifier que pour deux
cartes de trivialisation du fibre´ de Minkowski ζ, note´s φα et φβ , les isomorphismes
ϕα et ϕβ de´finissent la meˆme C
∞-structure sur ⊔w∈Wα∩Wβ Cl (Ew (ζ) , Qζ (w)). Les
cocycles
φαβ : Wα ∩Wβ → O
(
R
4, η
)
, φαβ (w) = φα (w)
−1
◦ φβ (w)
de´fissent des cocycles
ϕαβ : Wα ∩Wβ → GL
(
Cl
(
R
4, η
))
,
avec
ϕαβ (w) (ei1ei2 · · · eik) = φαβ (w) (ei1)φαβ (w) (ei1) · · ·φαβ (w) (eik)
et on a
ϕβ (w) = ϕα (w) ◦ ϕαβ (w) , w ∈ Wα ∩Wβ ,
ϕβ est C
∞ sur (Wα ∩Wβ)×Cl
(
R
4, η
)
si et seulement si ϕα est C
∞ sur (Wα ∩Wβ)×
Cl
(
R
4, η
)
. Ainsi E (ς) est une varie´te´ de dimension dimE (ς) = 20 et
ς =
(
E (ς) , pi,W,Cl
(
R
4, η
))
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est un fibre´ de fibre Cl
(
R
4, η
)
qui est isomorphe a` Cl1,3 (R). 
Remark 1. Cette construction se ge´ne´ralise a` tout fibre´ vectoriel de fibre V
muni d’une forme quadratique Q dont les applications de transition sont dans
O (V , Q).
2. Carre´ tensoriel d’une me´trique de Minkowski
Le fibre´ End (ζ) est isomorphe au fibre´ ζ∗ ⊗ ζ, si {tµ} est une base de sections
locales de ζ∗ et {sν} une base de sections locales de ζ alors t
µ
⊗
sν de´finie par
tµ
⊗
sν : W → EW (ζ
∗ ⊗ ζ) ,(
tµ
⊗
sν
)
(w) = tµ (w)⊗ sν (w) ∈ EW (ζ
∗ ⊗ ζ) = EW (ζ)
∗
⊗ EW (ζ)
tµ (w)⊗ sν (w) : Ew (ζ)→ Ew (ζ) , (t
µ (w)⊗ sν (w)) (u) = t
µ (w) (u) sν (w) ,
forme une base de sections locales de ζ∗ ⊗ ζ |W . Si le fibre´ ζ est un fibre´ de
Minkowski, on de´finit la forme quadratique
Qη (w) (t
µ (w)⊗ sν (w)) = Qζ (w) (tµ (w))Qζ (w) (sν (w)) ,
ou` Qζ est la forme quadratique associe´e a` la forme polaire ηζ . La forme quadratique
Qη repre´sente le carre´ tensoriel de Qζ , par abus de langage,
Qη = (Qζ)
⊗2 . (2.1)
Theorem 2. Les fibre´s ζ∗ ⊗ ζ et End (ζ) munis des formes quadratiques Qη
et Qζ,End, ou` Qζ,End est la forme quadratique induite par ηζ,End, sont des fibre´s
isome´triques.
Proof. On se fixe une base locales de sections {sν} surW qui estQζ-orthogonale
et re´duite et sa base Q-duale {sµ}. Sur chaque fibre Ew (w), ηζ (w) est la forme
polaire de Qζ (w), on a
sµ (w) (s (w)) = ηζ (w) (s (w) , sµ (w)) , ∀w ∈ W .
La famille
{
sµ
⊗
sν
}
est une base de sections locales de End (ζ) de´finie sur
W . Par de´finition
ηζ
((
sµ
⊗
sν
)∗
(s) , t
)
= ηζ
(
s,
(
sµ
⊗
sν
)
(t)
)
= sµ (t) ηζ (s, sν) = ηζ (t, sµ) ηζ (s, sν) ,
en particulier,
ηζ
((
sµ
⊗
sν
)∗
(sτ ) , sρ
)
= ηζ (sρ, sµ) ηζ (sτ , sν)
= ηζ,ρµηζ,τν =
{
ηζ,µµηζ,νν si (ρ, τ) = (µ, ν)
0 sinon
ou` (ηζ,ρµ) est la matrice de la forme polaire dans la base {sν} car la base de sections
{sν} est Q-orthogonale et re´duite. Si on pose(
sµ
⊗
sν
)∗
(sτ ) = λ
i
τsi,
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on a
ηζ
((
sµ
⊗
sν
)∗
(sτ ) , sρ
)
= λiτηζ,iρ = λ
ρ
τηζ,ρρ = ηζ,ρµηζ,τν
et λρτ = ηζ,ρρηζ,ρµηζ,τν ,
on en de´duit que λρτ = 0 si (ρ, τ) 6= (µ, ν) et λ
µ
ν = ηζ,νν . La matrice de s
µ⊗ sν dans
la base orthonormale est (
ηζ,µµδ
µi
jν
)
(2.2)
et la matrice de (sµ ⊗ sν)
∗
est (
ηζ,ννδ
νi
jµ
)
. (2.3)
La matrice de (sµ ⊗ sν)
∗ (sν ⊗ sµ) s’e´crit(
ηζ,ννδ
νi
jµ
) (
ηζ,µµδ
µi
jν
)
= ηζ,ννηζ,µµ
(
δνiσµδ
µσ
jν
)
= ηζ,ννηζ,µµ
(
δiµδ
µ
j
)
,
calculons
Qζ,End
(
sµ
⊗
sν
)
= Trace
((
sµ
⊗
sν
)∗ (
sν
⊗
sµ
))
,
on a pour la trace
Trace
((
sµ
⊗
sν
)∗ (
sν
⊗
sµ
))
= ηζ,ννηζ,µµ
donc
Qζ,End
(
sµ
⊗
sν
)
= ηζ,ννηζ,µµ
et
Qη
(
sµ
⊗
sν
)
= Q (sµ)Q (sν) = ηζ,ννηζ,µµ,
ζ∗ ⊗ ζ et End (ζ) sont des fibre´s isome´triques pour les formes quadratique Qη et
Qζ,End. 
Le carre´ tensoriel de Qζ associe´ a` la pseudo-me´trique ηζ , s’identifie a` Qζ,End,
on peut e´crire en utilisant 2.1,
Qζ,End = (Qζ)
⊗2
.
Remark 2. Qζ,End est de signature (6, 10).
On pose
eµν = s
µ ⊗ sν
toute section locale e de End (ζ) sur W s’e´crit sous la forme
e = λµνeµν , λ
µν ∈ C∞ (W,R) .
Lemma 3. e∗ = e si et seulement si λµν = λνµ et e∗ = −e si et seulement si
λµν = −λνµ.
Proof. Des e´quations 2.2 et 2.3 on a
e∗µν = eνµ
et
e∗ = (λµνeµν)
∗
= λµνe∗µν = λ
µνeνµ,
donc e∗ = e si et seulement si λµν = λνµ. 
Lemma 4. La famille {eµν} est une base de sections Qζ,End-orthogonale et
re´duite.
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Proof. Soit eµν et eαβ deux e´le´ments de cette base alors les matrices de eµν
et eαβ dans la base de sections {sν} s’e´crivent respectivement,(
ηζ,µµδ
µi
jν
)
et
(
ηζ,ααδ
αi
jβ
)
et la matrice de e∗µν ◦ eαβ est donne´e par la matrice de eνµ ◦ eαβ donc(
ηζ,ννδ
νi
σµ
) (
ηζ,ααδ
ασ
jβ
)
= ηζ,ννηζ,αα
(
δνiσµδ
ασ
jβ
)
,
si ν 6= β cette matrice est O4 et
ηζ,End (eµν , eαβ) = Trace
(
e∗µν ◦ eαβ
)
= 0,
et si ν = β, cette matrice s’e´crit
ηζ,ννηζ,αα
(
δiµδ
α
j
)
et
Trace
(
e∗µβ ◦ eαβ
)
= Trace
(
e∗µν ◦ eαν
)
=
{
0 si µ 6= α
ηζ,ννηζ,αα = ±1 si µ = α.
La base {eµν} est une base de sections Qζ,End-orthogonale et re´duite. En
particulier,
Qζ,End (e) = (λ
µν )2 ηζ,µµηζ,νν
si
e = λµνeµν , λ
µν ∈ C∞ (W,R) .

Remark 3. On a
e (sj) = λ
µνeµν (sj) = λ
µνηζ,µjsν
= λjνηζ,jjsν = λ
jνηζ,jjδ
i
νsi
= λjiηζ,jjsi =
{
−λ0isi si j = 0
λjisi si j = 1, 2, 3
,
si on pose
Λe =


λ00 λ10 λ20 λ30
λ01 λ11 λ21 λ31
λ02 λ12 λ22 λ32
λ03 λ13 λ23 λ33

 et J =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


ou` J est la repre´sentation matricielle de la me´trique de Minkowski dans la base
canonique de R4, alors la matrice de e = λµνeµν dans la base de sections locales
{sν} est
M{sν} (e) = Λe × J .
Les sections locales d’endomorphismes syme´triques ve´rifient Λe∗ =
Tr Λe, on a
M{sν} (e
∗) =
(
TrΛe
)
× J =Tr (J × Λe)
et si e et f sont deux sections locales de End (ζ), on a
M{sν} (e ◦ f) = Λe × J × Λf .
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3. Le principe d’unification
Soit V un espace vectoriel de dimension 4 muni d’une forme quadratique Q, de
forme polaire g. On note {sν} une base Q-orthogonale et re´duite
g (sν , sµ) = ηνµ = ±δνµ.
Soit {eν} ∈ End (V) une famille de quatre endomorphismes de V tel que
{eν , eµ} = 2ηνµ1V , (3.1)
une telle famille existe. Si on pose
Nν = iMν si ηνν = −1 et Nν =Mν si ηνν = +1
ou` {Mν} est une famille de quatre matrices re´elles, on veut de´terminer une famille
de matrices {Nν} dans l’alge`bre de Clifford des matrices engendre´e par les matrices
de Dirac ve´rifiant
{Nν , Nµ} = 2δµνI4.
Si η00 = −1 et ηνν = +1 pour ν = 1, 2, 3, on prend pour matrices Nν , les
matrices de Dirac
N0 =


0 0 0 i
0 0 −i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 , N1 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


N2 =


0 0 1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 −1 0 0

 , N3 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


alors
M0 =


0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

 et Mν = Nν pour ν = 1, 2, 3.
On a
{Mν ,Mµ} = 2ηµνI4,
soit eν l’endomorphisme de V tel que la matrice de eν dans {sµ} est Mν , alors 3.1
est ve´rifie´. Soit {rµ} une base quelconque de V , P =
(
pij
)
la matrice de passage de
la base {rµ} a` {sµ} et
fµ = p
τ
µeτ .
Lemma 5. On a
{fµ, fν} = 2g (rµ, rν)1V .
Proof.
{fµ, fν} = p
τ
µp
σ
ν {eµ, eν} = 2p
τ
µp
σ
νg (sτ , sσ)1V
= 2g
(
pτµsτ , p
σ
ν sσ
)
1V = 2g (rµ, rν)1V .

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Remark 4. Le choix des matrices Nν est arbitraire, si on prend pour me´trique
de Minkowski
dη2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2
il faut complexifier trois matrices re´elles, l’inte´reˆt de cette repre´sentation est que
l’on peut prendre pour matrice temps une matrice re´elle, a` savoir la matrice gamma
de la forme
γ0 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


et on complexifie les matrices du type espace
iγ1 =


0 0 0 i
0 0 i 0
0 −i 0 0
−i 0 0 0

 , γ2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0


et iγ3 =


0 0 i 0
0 0 0 −i
−i 0 0 0
0 i 0 0

 .
Dans la repre´sentation de Dirac, les matrices gamma, note´es γν , donnent des
matrices espace dont l’une est complexe et les deux autres re´elles. Pourquoi une
telle dissyme´trie entre les matrices du type espace?
Soit l’application line´aire
θ : V → End (V) , θ (sν) = eν
alors on a le lemme suivant.
Lemma 6.
θ (u)2 = Q (u)1V . (3.2)
Proof. On a si u = uτsτ alors
θ (u)
2
= uτuσeτeσ =
1
2
uτuσ {eτ , eσ} = u
τuσg (sτ , sσ)1V
= g (uτsτ , u
σsσ)1V = g (u, u)1V = Q (u)1V .

Theorem 3. Cl (V , Q) est isomorphe a` End (V) et pour tout fibre´ de Minkowski
ζ, son fibre´ de Clifford associe´ Cl (ζ, η) est isomorphe a` End (ζ).
Proof. On a θ (u)
2
= Q (u)1V , ∀u ∈ V , il existe un unique homorphisme
d’alge`bre,
Θ : Cl (V , Q)→ End (V , QEnd)
tel que Θ |V= θ. Pour conclure, il suffit de ve´rifier que
{1V , eν1eν2 · · · eνk : 1 6 ν1 · · · < νk 6 4} (3.3)
est une base de End (V). Il suffit de de´montrer que la famille est ge´ne´ratrice. On
rappelle que les matrices de ie0, eν ν = 1, 2, 3 , note´es iM0 et Mν , sont dans
l’alge`bre de Clifford engendre´ par les matrices de Dirac donne´e par
iM0 = M12,M1 =M11,M2 =M13 et M3 =M30
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alors a` un coefficient multiplicatif ±1, ±i pre`s, Mµν est un produit d’e´le´ments de
3.3. On a 

× I4 iM0 M1 M2 M3
I4 I4 M12 M11 M13 M30
iM0 M12 I4 M03 M01 M22
M1 M11 M03 I4 M02 M21
M2 M13 M01 M02 I4 M23
M3 M30 M22 M21 M23 I4


,
on a I4, M01, M02, M03, M11, M12, M13, M21, M22, M23, M30, et on en de´duit
M31 = −M22×M13, M32 = −M23×M11, M33 = −M22×M11, M10 = −M31×M21,
M20 = −M31 ×M21.
Le fibre´ de Clifford associe´ a` un fibre´ de Minkowski Cl (ζ, η) s’identifie au fibre´
End (ζ) muni de la section des formes quadratiques Qη,End, c’est donc un fibre´ avec
groupe de structure
O
(
End
(
R
4
)
, ηEnd
)
.
Pour de´montrer ce re´sultat, on construit un morphisme de fibre´ j ∈ Hom(ζ,End (ζ))
tel que pour toute section locale s de ζ, on a
j (s)
2
= Qη (j (s))1,
ou` 1 est la section identique
1 (w) = IdEw(ζ), (3.4)
on peut ensuite e´tendre ce morphisme sur chaque au fibre´ Cl (ζ, η). La construction
se fait en prenant un recouvrement localement fini de cartes de trivialisation {Wα},
dont l’isomorphisme de trivialisation est donne´e par
φα : Wα × R
4 → EWα (ζ) ,
et une partition de l’unite´ {λα} subordonne´e a` ce recouvrement. Sur chaque carte
Wα, on de´finit
jα (w) : Ew (ζ)→ End (Ew (ζ)) ,
jα (w) (u) = φα (w)
−1
◦
(
θ ◦ φα (w)
−1
(u)
)
◦ φα (w)
ou` θ ve´rifie 3.2 avec V = R4. Si φβ est un isomorphisme de trivialisation
φβ : Wβ × R
4 → EWβ (ζ)
et w ∈ Wα ∩Wβ alors
jα (w) (u)
2 = jβ (w) (u)
2
et
jα (w) (u) ◦ jβ (w) (u) + jβ (w) (u) ◦ jα (w) (u)
= 2η (jα (w) (u) , jβ (w) (u)) IdEw(ζ)
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car les applications de transition du fibre´ de Minkowski ζ sont dans O
(
R
4, η
)
. On
a
jα (w) (u)
2
= φα (w)
−1
◦
(
θ ◦ φα (w)
−1
(u)
)2
◦ φα (w)
= φα (w)
−1
◦Qη
(
φα (w)
−1
(u)
)
IdR4 ◦ φα (w)
= Qη
(
φα (w)
−1 (u)
)
IdEw(ζ)
= Qη
(
φα (w)
−1
φβ (w)φβ (w)
−1
(u)
)
IdEw(ζ)
= Qη
(
φβ (w)
−1
(u)
)
IdEw(ζ)
= jβ (w) (u)
2
= λ (w) (u) IdEw(ζ)
car φαβ (w) = φα (w)
−1
φβ (w) ∈ O
(
R
4, η
)
et
λ (w) (u) = Qη
(
φβ (w)
−1
(u)
)
= Qη
(
φα (w)
−1
(u)
)
, ∀u ∈ Ew (ζ) .
Si on pose
j = λαjα
alors
j (w) (u)
2
= (λα (w) (jα (w) (u)))
2
= λα (w) λβ (w) jα (w) (u) jβ (w) (u) ,
2j (w) (u)
2
= λα (w) λβ (w) {jα (w) (u) , jβ (w) (u)}
= 2λα (w) λβ (w) η (jα (w) (u) , jβ (w) (u)) IdEw(ζ)
= 2η
(
λα (w) jα (w) (u) , λ
β (w) jβ (w) (u)
)
IdEw(ζ)
= 2Qη (j (w) (u)) IdEw(ζ)
et
j (w) (u)
2
= Qη (j (w) (u)) IdEw(ζ),
que l’on peut e´crire,
j2 = Qη (j)1. (3.5)
On a construit un morphisme de fibre´
j ∈ Hom(ζ,End (ζ))
ve´rifiant 3.5, on peut e´tendre ce morphisme en un unique isomorphisme de Cl (ζ, η)
sur End (ζ). Ainsi on peut transporter la pseudo-me´trique ηζ,End sur le fibre´
Cl (ζ, η), il he´rite de la proprie´te´ d’eˆtre un fibre´ avec groupe de structure isomorphe
a` un groupe G contenu dans
O
(
End
(
R
4
)
, ηEnd
)
.

Remark 5. Pour la de´finition des matrices Mµν , on peut consulter [1].
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On se fixe une carte de trivialisation (W,ϕ) du fibre´ de Minkowski et on note
{∂ν} le local frame associe´ et {d
µ} le local frame dual. Si le fibre´ tangent de l’univers
W, note´ ξW, est un fibre´ de Minskowski, pour la me´trique de Minkowski
ηµν = ηξW (∂µ, ∂ν)
il existe une base de champs locaux {Xν} sur W qui soit QξW -orthogonale et
re´duite,
ηξW (X0, X0) = −1, ηξW (Xν , Xν) = 1 pour ν = 1, 2, 3
et ηξW (Xν , Xµ) = 0 pour µ 6= ν.
Soit P =
(
pτρ
)
la section des matrices de passage de {∂ν} a` {Xν}. On se fixe
quatre matrices de Dirac, Nν telles que iN0 et Nν soient re´elles pour ν = 1, 2, 3 et
les produits de ces matrices est une famille ge´ne´ratrice de l’alge`bre de Clifford en-
gendre´ par les matrices de Dirac. Les endomorphismes eν sont les endomorphismes
de matrices iN0 et Nν dans {Xν}. Soit
γν = pντe
τ
alors
{γν , γµ} = pντp
µ
ρ {e
τ , eρ}
= ηµν1W , 1W (w) = IdEw(ξW). (3.6)
Soit γ la section de Dirac de´finie localement par
γ (dµ ⊗X) = γµ (X) ,
ou` X est un champ local et
γ (d⊗X) = λµγ
µ (X) si d = λµd
µ,
si ∇ est la connexion de Levi-civita de ηξW alors on de´finit l’ope´rateur de Dirac
H2 = γ2 ⊗R
∇
et on fait l’hypothe`se que cet ope´rateur est un ope´rateur de Ricci. Si [γµ, γν ] a pour
matrice Nµν −Nνµ, dans le local frame, ou`
Nµν =
(
ησνδ
µ
j
)
alors H2 est de Ricci et l’e´quation relativiste d’Einstein s’e´crit
H2 = λN + κT [1],
ou` N est l’ope´rateur associe´ au tenseur me´trique ηµν , T est l’ope´rateur associe´ au
tenseur e´nergie-impulsion etH2 est l’ope´rateur de Dirac de rang 2. Pour repre´senter
l’e´quation relativiste de Dirac, on construit l’ope´rateur de Dirac de rang 1. Il est
obtenu en complexifiant ∇, note´ ∇, et le complexifie´ de la section de Dirac re´elle
γ, note´ γ, est donne´e par
γ (d⊗ Z) = λνγ
ν (Z) , d = λνd
ν
γ0 (Z) = −γ0 (Y ) + iγ0 (X) , γν (Z) = γν (X) + iγν (Y )
pour ν = 1, 2, 3 et Z = X + iY . L’ope´rateur de Dirac complexifie´ de rang 1 s’e´crit
H1 = γ ⊗∇
et l’e´quation relativiste de Dirac s’e´crit
H1 (Z) = ρZ
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ou` ρ est une fonction propre local de l’ope´rateur H1. Pour unifier les e´quations de
Dirac et d’Einstein, dans l’hypothe`se ou` le fibre´ tangent est un fibre´ de Minkowski,
il faut de´terminer quatre sections locales {sν} du fibre´ de Clifford ve´rifiant les pro-
prie´te´s pre´ce´dentes, a` savoir, les produits de ces sections locales sur W engendrent
le fibre´ ClW (ξW, η) avec les conditions
{sν , sµ} = ±2δνµ1,
et la section de Dirac γ associe´e ve´rifie
[γµ, γν ] = Nµν −Nνµ, Nµν =
(
ησνδ
µ
j
)
. (3.7)
4. Les sections d’un fibre´ de Minkowski
Soit ζ un fibre´ de Minkowski. On note Γ (End (ζ)), le C∞ (W)-module des
sections de End (ζ). Si s et t sont deux sections de End (ζ), la section produit s.t
est de´finie par
s.t (w) = s (w) ◦ t (w) , ∀w ∈W
et on pose
〈s | t〉 :W→ K, 〈s | t〉 (w) = ηζ,End (w) (s (w) | t (w))
alors 〈s | t〉 ∈ C∞ (W), l’espace Γ (End (ζ)) a une structure d’alge`bre unitaire sur
l’anneau C∞ (W) et est muni d’un produit scalaire a` valeurs dans l’anneau unitaire
C∞ (W). On de´finit l’ide´al bilate`re J de Γ (End (ζ)) engendre´ par les sections
s.s− 〈s | t〉 1
ou` 1 est la section identique de´finie en 3.4 et l’alge`bre associe´e a` ζ, note´e A (ζ),
comme le quotient
A (ζ) =
Γ (End (ζ))
J
.
Definition 2. L’alge`bre A (ζ) est l’alge`bre de Clifford des sections du fibre´ du
fibre´ de Minkowski ζ.
Remark 6. Si l’univers W est compact, l’alge`bre A (ζ) est de type fini et
projectif comme C∞ (W)-module.
Si l’univers W n’est pas compact, en ge´ne´ral, A (ζ) n’est pas de type fini. On
peut consulter [3] et [2] pour l’e´tude de ces alge`bres.
Le fibre´ de Minkowski ζ a un groupe de structure
G ⊂ O
(
R
4, η
)
,
soit W une carte de trivialisation φ de ζ et ϕ son extension au fibre´ End (ζ). On
peut construire le 4-uplet
A (ζ, η) =
(
⊔w∈W
End (Ew (ζ))
Iw
, pi,W,A
(
R
4, η
))
,
ou` ⊔ est la re´union disjointe, Iw est l’ide´al bilate`re engendre´ par les endomorphismes
e.e−Q (w) (e)1End(Ew(ζ)), e ∈ End (Ew (ζ))
et l’alge`bre A
(
R
4, η
)
est de´finie
A
(
R
4, η
)
=
End
(
R
4
)
I
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ou` I est l’ide´al engendre´ par les e´le´ments de la forme
e.e−Q (e)1R4 .
Theorem 4. A (ζ, η) est un fibre´ de fibre A
(
R
4, η
)
.
Proof. Soit W une carte de trivialisation de ζ et
φ : W × R4 → EW (ζ) , φ (w, u) = φ (w) (u)
l’isomorphisme de trivialisation. Soit ϕ l’isomorphisme de trivialisation
ϕ : W × End
(
R
4
)
→ EW (End (ζ)) ,
ϕ (w) : End
(
R
4
)
→ End (Ew (ζ)) , ϕ (w) (e) = φ (w) ◦ e ◦ φ (w)
−1
,
cet isomorphisme passe au quotient
ϕI : W ×
End
(
R
4
)
I
→ ⊔w∈W
End (Ew (ζ))
Iw
,
en posant
ϕI (w) (e) = ϕ (w) (e),
ou` e est la classe d’e´quivalence de e modulo l’ide´al I et ϕ (w) (e) est la classe
d’e´quivalence de ϕ (w) (e) modulo l’ide´al Iw. On a le diagramme commutatif suivant
W × End
(
R
4
) ϕ
→ EW (End (ζ))
α ↓ β ↓
W ×
End(R4)
I
ϕI
→ ⊔w∈W
End(Ew(ζ))
Iw
,
avec α (w, e) = (w, e) et β (ϕ (w) (e)) = ϕ (w) (e). L’application ϕI est une bijec-
tion, elle induit sur ⊔w∈W
End(Ew(ζ))
Iw
une C∞-structure. On met sur ⊔w∈W
End(Ew(ζ))
Iw
la C∞-structure induite par ϕI , pour deux cartes de trivialisation φαet φβ du fibre´
de Minkowski ζ les C∞-structures induites par φαet φβ sont les meˆmes sur
⊔w∈Wα∩Wβ
End (Ew (ζ))
Iw
.
Les cocycles
φαβ : Wα ∩Wβ → O
(
R
4, η
)
de´finissent des cocycles
ϕαβ : Wα ∩Wβ → GL
(
End
(
R
4
))
,
ϕαβ (w) (e) = φαβ (w) ◦ e ◦ φαβ (w)
−1
, ∀e ∈ End
(
R
4
)
les cocycles ϕαβ sont C
∞ et
ϕβ (w) = ϕα (w) ◦ ϕαβ (w) , ∀w ∈Wα ∩Wβ .
On en de´duit que ϕβ est C
∞ sur (Wα ∩Wβ)× End
(
R
4
)
si et seulement si ϕα
est C∞ sur (Wα ∩Wβ)×End
(
R
4
)
. Il en est de meˆme pour ϕβI et ϕαI par passage
au quotient. Pour cette C∞-structure
A (ζ, η) =
(
⊔w∈W
End (Ew (ζ))
Iw
, pi,W,A
(
R
4, η
))
est un fibre´ de fibre
End(R4)
I = A
(
R
4, η
)
. 
Remark 7. Les sections de A (ζ, η) s’identifie a` A (ζ).
14 JONOT JEAN LOUIS
5. Conclusion
L’e´tude des fibre´s de Minkowski, et de fac¸on plus ge´ne´rale, l’e´tude des fibre´s
avec groupe de structure
G ⊂ O (Rn, Q)
permet de donner une approche ge´ome´trique au principe d’unification des e´quations
relativistes de Dirac et d’Einstein. Dans le cas d’un fibre´ de Minkowski ζ, le groupe
G permet de construire une me´trique de Minkowski et le fibre´ de Clifford Cl (ζ,Q)
de ζ, que l’on peut munir d’une me´trique isomorphe a` Q⊗2. Pour cette me´trique le
fibre´ est un fibre´ avec groupe de structure isomorphe a` un sous groupe de
O
(
End
(
R
4
)
, ηEnd
)
.
Si le fibre´ tangent
ξW =
(
TW, pi,W,R4
)
est un fibre´ de Minkowski, on peut unifier les e´quations relativistes de Dirac et
d’Einstein en construisant une section de Dirac sur ξW ayant les proprie´te´s definies
en 3.7 et 3.6.
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